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1. Unidad Tematica IV.- Transformada de Laplace

2. Horas Practicas 10

3. Horas Teoricas 5

4. Horas Totales 15

5. Objetivo

El alumno desarrollara las habilidades para el planteamiento y la solucién de
sistemas de ecuaciones diferenciales a través de transformadas de Laplace,
aplicandolas a modelos relacionados con la ingenieria en mantenimiento industrial,

mediante la compresion de los conceptos basicos.

I Definicion de transformada de Laplace.

En el calculo elemental la diferenciacibn e integracion son en realidad
transformadas.

Si f(x)=x

d

3
—x?=2x Ixzdx:1x3+c szdx:9
dx 3 0

Estas dos transformaciones poseen la propiedad de la linealidad, ello significa que
las transformadas de una funcion de una combinacion lineal de funciones es una
combinacion lineal de las transformadas.

Las transformadas de Laplace es un tipo especial de transformada integral, que
sirve para resolver problemas lineales de valor inicial.

Definicién basica: Si f(x) esta definida para t=0, entonces la integral impropia:

Iwk(s,t)f (t)dt esta definida como un limite:
0

[“k(s,t)f (t)dt =lim

b
lim | k(s,t) f(t)dt
Si existe el limite, se dice que la integral existe o es convergente; si no hay limite,
la integral no existe y se afirma que es divergente.
Este limite, en general, existe solo para ciertos valores de la variable si la eleccion

k(s,t) =e™™ produce una trasformada integral especialmente importante.

2dp
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Transformada de Laplace

Sea f una funcién definida para t=0. Entonces se dice que la integral.

L{f(t)} =] e f (tyt
Es la transformada de Laplace de f, siempre y cuando la integral converja
Ejemplo:

—st b

o . eb . —e
sz e‘s‘dtzllm_[ e s'dt =lim
0 b—o0 J0

b—oo S

e+l 1
=lim ==
b—w S S

0

Ejemplo:

L{t} = j:e’Sttdt Si integramos usando limte™ =0,s >0 entonces:

t—oo
Afera-y()-2
0 §70 S\ S S

—(s+3)t |°O 1

L{e73t} _ J‘:e—ste%tdt — Ioooe—(5+3)tdt — _z 3 ‘O = S+3,S > -3
Ejemplo:

—e%sen(2t)]”

L{sen(2t)} = J.O e ¥sen(2t)dt = 5

2 © st _
+§J.O e * cos(2t)dt =

2 I “e ™ cos(2t)dt, s>0
(4

lime ™ cos(2t)dt =0, s>0

t—o

s>0

s? s?2+4'

2| —e " cos(2t)
S s

T2 2 4
0 _E.[o e tsen(2t)dt}s—2— L{sen(2t)} =
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f@® Z{f®)} = F(s)
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Transformada de Laplace por tramos

Una funcion continua a trozos es aquella que es continua y esta dividida en
pedazos. Antes de sumergirnos en el concepto primero debemos entender lo que
es una funcién continua y una funcion a trozos. Una funcion continua es aquella
gue no se divide en su grafico, es decir, se define continuamente a lo largo de todo

el dominio de la funcién. Un ejemplo de tal funcion seria = y2, esta es la ecuacion
de una parabola.

Como podemos ver en el grafico anterior, esta no se rompe. Y, una funcién a
trozos es aquella que no esta definida continuamente, esto es, la gréfica de la

funcién esta dividida. Un ejemplo de esto seria una funcion escalonada.

y
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Como podemos observar en la imagen de arriba, la funcién no es continua.
Una funcidn continua a trozos es aquella que combina los dos tipos de funciones.

Esta es una combinacién muy interesante, porque ¢ Coémo puede una funcién ser

orsidsy
»
%,

o
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continua y no continua al mismo tiempo?. El siguiente grafico haria el concepto

claro.

4

Funcion Continua A i C

a Trozos
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Claramente, f(t) es continuo en los intervalos (a, A), (A, B), (C,y), (y, D)y (D, b).
También los limites derechos e izquierdos de A son, f(A +t) = f(A + 0) = f(A)
f(A-t) =f(A-0) =f(A)

Aqui el valor de t siempre es positivo.

F(s)= fe—Stf(t)dt
0

Existencia de la Transformada

Existencia de la Transformada

Condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Laplace para S
>&de una funcién cualquiera:

1-Estar definida y ser continua a pedazos en el intervalo [0,+]

2-Ser de orden exponencial

I Transformada inversa de Laplace

En matematicas, la transformada inversa de Laplace de una funcién F(s) es la
funcién f(t) que cumple con la propiedad donde L{f(t)}= F(s) es la transformada de

Laplace.

La transformada de Laplace junto con la transformada inversa de Laplace tiene un

namero de propiedades que las hacen utiles para el analisis de sistemas
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dindmicos lineales.

Al aplicar la transformada de Laplace a una ecuacion diferencial la convertimos en
una ecuacion algebraica, la cual podemos resolver para Y(s), es decir, Y(s)=G(s) .
Ahora, como L{y(t)} = Y(s) si pudiéramos devolvernos obtendriamos la solucion
y(t) que buscamos. Es decir, necesitamos de la transformada inversa, para hallar

la funcién.

Tabla de la transformada de Laplace inversa.

I () F(s)
1 T
u(t —a) e;M
k cte. -
" — paran € Z*
e riff'*.“ para a € (—1,00)
eat Sla
eEn (s_—:':;'_*l paran € Z
ertie P L 2 H_‘;’;}L’ para a € (—1,00)
sin (at) —r
cos (at) ;-3-_:-—0-5
e® sin (bt) (S__J)’_*b_
€% cos (bt) (s_sa_)_“ =
sinh (at) s-fa-
cosh (at) ?f_—gg
e?? sinh (bt) ﬁ«’—_b?
e®* cosh (bt) T
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Ejemplo de transformada inversa de Laplace.

. R L
()= [ e (a7 - ‘; L= ‘*’S +%=é
fiT)=T

m e e o aT
SN T iy St Nt
u=T=du=drl
dv - TdT oy = 0
f(T)=e"

0

Una férmula integral para la transformad inversa de Laplace, llamada integral de
Bromwich, integral de Fourier-Mellin o férmula inversa de Mellin, es dada por la

integral lineal.
F+100
_ 1
LY P} =f(t)= 2 [ eStR()ds,
¥—100

En las siguientes propiedades se asume que las funciones f(t) y g(t) con funciones

gue poseen transformada de Laplace inversa.

Linealidad.

iy
&
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L{af(t) +bglt)) = oL {/{E)} +DD{g(t)}

Version para la inversa:

L7 aF(s)+0G(s)) = a L7 {F(s)} +0L7{G(5)

Primer teorema de traslacion:

L{f(t)e"} =F(s-a)

Version para la inversa:

I {F(s-a)t = I{F (s}

Teorema de la transformada de la derivada

L{f(t)} = s L{f(t)} — f(O)

Idea
La transformada inversa de Laplace cancela la derivada multiplicando por la

variable s.

Técnicas para la transformada inversa
Separacion de Fracciones.

Primer Teorema de Traslacion.
Fracciones Parciales.

Segundo Teorema de Traslacion.

Convolucion.

iy
&
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I TEOREMA DE TRANSLACION.

A veces no es conveniente realizar la transformada de Laplace sobre todo cuando
gueremos ahorrar tiempo y lo que importa es el resultado en vez de estar

evaluando el tedioso calculo para eso usamos el teorema de translacion.

(1Pt

Translacion en el eje “s”.

Evaluar transformadas como L{e"t’} yL{e™ cos(4t)} resulta sencillo siempre que

conozcamos L{t?’} y L{cos(4t)} . En general si conocemos L{f(t)}:F(s) es

posible calcular la transformada de Laplace de un mudltiplo exponencial de la

funcion f, es decir, L{eatf (t)} , sin ningun esfuerzo adicional que el de trasladar, o

desplazar, F(s) a F(s-a). A esto se le llama primer teorema de traslacién o primer

teorema del desplazamiento:

Si L{f (t)} =F(s)y “a” es cualquier nimero real entonces:
L{e"f (1)} =F(s-a)
Demostracion:

L{e*f (1)} = j:’ e e f (t)dt = j:e*sfa)t f(t)dt = F(s—a)

Si consideramos a “s” como una variable real, entonces la grafica de F(s-a) es la

grafica de F(s) desplazada sobre el eje “X” por la cantidad |a| . Si a>0, la grafica de

F(s) se desplaza “a” unidades hacia la derecha, mientras que si a<0, la gréafica se

desplaza |a| unidades hacia la izquierda.

Ejemplo:
3! 6
L{e"t}=L{t"} s o8
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Ejemplo:

S

S+2
(2 T2 116 .,

oz (S 2)2 +16

L{e* cos(4t)} = L {cos(4t)}

Funcién inversa:

L {F(s—a)} =L {F(s)|
donde

f(t)y=L"{F(s)}

—e™f (1)

s—>s-a }

Traslacion en el eje “1”.

Funcién escalén unitario, en ingenieria es comun encontrar funciones que estan
en estado “activo” o “inactivo”. Por ejemplo, una fuerza externa que actue sobre un
sistema mecénico o un voltaje aplicado a un circuito pueden ser suspendidas
después de cierto tiempo. Es conveniente entonces, definir una funcion especial
gue sea del numero O (inactiva) hasta cierto tiempo t=a, y nimero 1 (activa
después de ese tiempo. Esta funcion se denomina funciéon escalén unitario o

funcion de Heaviside.
Funcidn escaldn unitario
La funcion escalon unitario U(t-a) se define como:

0, 0<t<a
1 t>a

U(t—a) :{
Segundo teorema de traslacién. Si F(s) = L{f (t)} y a>0, entonces

L{f(t/a)U(t—a)}=e"F(s)

De mostracion: Mediante la propiedad aditiva de intervalos para integrales,

J': e ™ f(t—a)U(t—a)dt puede escribirse como dos integrales:
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L{f(t-a)u(t-a)}=[e*f (t-a)u (t-a)dt+ [ e™f (t-a)u (t-a)dt

|_'_I |_'_I

Cero para Ost<a Uno para t2a

= I:e’S‘ f(t—a)dt

Ahora si establecemos que v=t-a, dv=dt en la Ultima integral, entonces:
L{f(t-a I eI (v)dv= e‘aSJ' e f (v)dv=e"{f(t)}
Forma inversa del teorema:

L {e™F(s)}=f(t-a)u(t-a)

4t

Ejemplo: Con a=2, F(s)=1/(s-4) y L*{F(s)} =e

L—l {i e—ZS} — e4(t—2)U (t _ 2)

s—4

Ejemplo: Con a=7/2 , F(s)=s/(s*+9) y L™ {F(s)}=cos(3t)

e -on{i-5)ofr-5)

iy
&
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I Transformadas de derivadas, integrales y funciones periédicas

Transformada de la derrvada de una funcion

Sea f{t) una funcion continua en [0,2c) ¥ sea su derivada

f’(t) continua por partes en [0.x), ambas con orden exponencial
or. Entonces, para 5 > o,

L f'())=sL {f)}—f(0)

Extendiendo ¢l teorema anterior para derivadas de orden
superior:
Transformadas de una derivada. Tal como fue sefialado en la

introducciéna este capitulo, nuestra meta es usar la transformada

de la place para resolver ecuaciones diferenciales. Con ese fin,
necesitamos evaluar cantidades como

Sean f(f),f'(f),___,f(”_”(f) funciones continuas en [0,2) v sea

f(”} (r) Continua por partes en [0,5c). Todas las funciones son de orden

Exponencial a. Entonces, para § > &,

L @ @)=s"L {f@O}=5""f @ =5"21(0) .= /" (0)
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Transformada de la derivada de una funcion
Ejercicios

Obtenga las transformadas siguientes:

L{%sﬁ:lt}

(a) ..
(b)
(¢)

Transformada de la integral de una funcion

Sea fit) una funcion continua por partes en (0, =], de orden exponencial
e integrable en el intervalo [a, t] para cualquier t = a. Entonces,
Se puede demostrar que:

L j F()dt :lL{f(r}}—lTef(r)dz
o A A

Esto significa que la convolucion de dos funciones es conmutativa.

No es verdad que la integral de un producto de funciones sea el producto de
las integrales. No obstante, es verdad que la transformada de la place del
producto especial es el producto de las transformadas de la place defy g.
esto se significa que es posible encontrar la transformada dela place de la
convolucion de dos funciones sin evaluar realmente la integral como lo

isimos en el resultado que se deriva es conocido como teorema de
convolucion
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iy
&

Ejercicios

Obtenga las transformadas siguientes:

(a) L {E senm’r}

(b) {E ezdt}

Derivadas de la transformada de Laplace
Sea F'(s) = L {f(;)} v fit) una funcion continua por

Partes en [0, =¢) y de orden exponencial «. Entonces, para s > «

d"'F
ds”

Ly f(O)= (1)
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Ejercicios

Obtenga las transformadas siguientes:

(@) L {l‘ sen al‘}
(by L {fes ‘cos f}
(¢) L {1‘2 ef}

Algunas propiedades basicas de la transformada

(1) L)+ @0} =L{fn}+L{g®)}
) Ligfin)}=cL {0}
(3) Lfe* fit)}= F(s—a)

@ L2 o} =sLii0}-10)

© UL fio LU0} 0)- 1 ©

© LG A0 = LU0} 0)-5 £ O 70
o) L )= L0} -1 [ reoa

© LE =1 S F )
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Transformada de una funcion periodica

Recordemos que una funcién f es periddica con periodo
p > 0, si satisface: f(t +p)=f (1 ) , para toda t: Para el
calculo de la TL de una funcidén de este tipo, tenemos:

Lif)y = [ e f(1)dr =

Jo
P 2p (n+l)p

=f e " f(t)di +[ e “.f'[f::fr+---+[ e fryde+---

]

Jp np

Transformada de una funcidn periddica

Si ahora, tomamos la integral (*), y hacemos el cambio
de variablet=u + np (con lo cual dt = du); hallamos
guat=np u=0&t=(n+1)p u=p.Entonces,por
la periodicidad de f-

(n+1)p P
[ e " flr)de = / e swtne) fy 4 np)du =
Jnp J0

B r
De esta manera: gy / e fn) du.
J0

og
L4 fl)) = / e f(t)di =
J10

P P P
= / e T fnd +e ”‘/ e ) dt + oo+ e [ e flr)dr +--. =
J0 S0

Jo
,

=(l+e 4. te ™y )f e f(e)ds.
1]
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Transformada de una funcion periddica

En el ultimo resultado hemos tomado en cuenta que la
variable de integracidén es muda, es decir:

P P
[ e ™ fu)du = [ e ™ flr)dr.
Jo 0

Ahora bien, lo que aparece entre paréntesisen (6.1) es
una serie geometrica, con razon r = e-ps , para la
cual se tiene, en caso de convergencia, el siguiente

resultado:
|+."+J'2-i----+l'"+---=] Lsi =L
1 :
|r|=e P = — < 1 (para s > 0), obtenemos finalmente:
P
| r
L)) = —— / e ¥ flr)dr.
| —e= P i

Transformada de una funcion periodica

* En nuestro caso, con

1 .
|r|=e¢ P = — < 1 (paras > 0), obtenemos finalmente:

(-'ps
P 3
[ e ¥ f(r)ds.
0

Observamos que esta formulaes en cierto sentido la misma que
aparece en la definicion de TL con dos particularidades: la primera

es que solo se integra a lo largo de un periodo, la segunda es que se
introduce l

| —e—rs’

|
Lif = ——
l—e

Py
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Transformada de una funcion periddica

* Calcular la TL de la funcidn f cuya grafica se muestra
en la siguiente figura:

Primero, observamos que se tiene una funcion periodica con

periodo p D 2y que la expresion analitica de esta funcion en el
intervalo .0: 2 es L e
fo= {—I. sil<r<2.

Transformada de una funcion periddica

Luego, de acuerdo con ¢l resultado recién expuesto

| : I . .
L fny= 5 [ e fldt = —— {/. e M(lydt + [ l’_“{—“t“:| =
1—e=2 f, l—e2 | fy A

. |2 I .
| | T samem MmN —e] =
1] * "

=24 3"_ (1—e75)? (1—¢e*)?
T os(l—e ) T

l—¢*

sl—e25) s(l+e)l—e7) s(l+er)

Aunque éste es un resultado perfectamente valido, todavia es
posible dar una expresion alternativa; solo debemos recordar que la
funcion tangente hiperbolica se define por N

() S (J -
tanhx = — —
{).T + e X
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Transformada de una funcidn periodica

Si en la ultima expresion multiplicamos numerador y denominador
por ¢ s/2 hallamos finalmente:

: l—e™® % 22 —¢ 2 1 .
£{f“)}=‘_“+—:_”'el- =E—(——tanh(i).
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I APLICACIONES

FUNCION DELTA DE DIRAC, MECANICA DE MECANISMOS (MECANICA
CUANTICA), CIRCUITOS EN SERIE RC Y RL

Biografia (Paul Adrien Maurice Dirac )

NACIMIENTO:

8 de agosto de 1902, Bristol, Reino Unido

FALLECIMIENTO:

20 de Octubre de 1984(82 afios)

CAMPO
Fisica

El libro Principios de la Mecanica Cuantica de Dirac, publicada en 1930, se
convirtié6 en uno de los libros de texto mas comunes en la materia y aun hoy es

utilizado. Como también Introdujo la funcion delta de Dirac
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Contribuyo con el desarrollo de la mecanica cuantica y la electrodinamica, donde
trabajo junto con kirchof y Erwin Schrodinger,este ultimo con quien compartié un

premio nobel de 1933

La funcion delta de dirac, es una distribucion introducida por primera vez por Paul
Dirac,en tanto que en distribucién define un funcional en forma de integral sobre
un cierto espacio de funciones. Los sistemas mecanicos trabajan muchas veces
bajo una fuerza externa de magnitud mayor que actla solo durante un periodo

muy corto.

Por tanto estos fendbmenos se comportan de la manera que en un intervalo minimo
de tiempo experimentan fuerzas muy grandes y a su vez esta fuerza se disipa

instantdneamente.

DIAGRAMA ESQUEMATICO DE LA FUNCION DELTA DE DIRAC

DEFINICION

Es un impulso unitario que tiende al infinito cuando se aproxima el valor a

cero y se expresa de la siguiente manera:
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ft-ty)= lim o, (-1
U EH[]I:E []

Se caracteriza mediante las dos propiedades siguientes:

o 81 =1

ot-t0)=1¢ s t%tg [S{ﬁ_ﬁﬂ}dj:1

La notacion bra-ket de Dirac unifica en una misma simbologia la descripcion de los
operadores y las cantidades observables que podemos llevar a cabo en la
Mecanica Matricial (con matrices actuando como operadores) y la descripcion
que podemos llevar a cabo en la Mecanica Ondulatoria (con operadores

diferenciales actuando como operadores)

1 3
Considérese la siguiente representacion del vectorx = (x, X, x) que podemos

llevar a cabo utilizando vectores unitarios de base (los super-indices no son

exponentes)

1 2 3
x=x(1,0,0)+x(0,1,0)+ (0,0, x)

Ahora supongase que llevamos a cabo la misma representacion usando vectores
columna en lugar de vectores renglon, identificando tras esto a cada vector

columna de una manera que al principio parecera algo peculiar:

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 108



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

X=|a = [o|* 2 +]q] = =1 +x42) +x73)

La representacién que tenemos destacada de color amarillo formada por una linea
vertical a la izquierda y un paréntesis angulado a la derecha es esencialmente lo

qgue llamamos un ket.

La operacion mas sencilla que se puede llevar a cabo consiste en la adicion de

dos kets:

)+ |1y

Para que dos kets puedan ser sumados, deben ser del mismo tipo, lo cual implica
gue no podemos sumar las funciones de onda propias de la Mecanica Ondulatoria
a los vectores y matrices propios de la Mecanica Matricial, y si vamos a sumar
vectores y matrices propios de la Mecanica Matricial éstos tienen que ser del

mismo tipo. A modo de ejemplo, si partimos de las siguientes dos funciones de

onda:
, 2 TTa
yhy = — SETL
i I
2 29T o
Yo — ESE?l
.Jo\uulra dy "
UIN :
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Entonces tras representar estas funciones de onda como kets:

2 TL
— SeNn—

L L

2 2TT
—SEn

L L

|4)

|¢2)

Podemos representar la adicién de dichos kets en la notacién de Dirac de la

manera siguiente:

B ) [ T T
) +{Uy) =1/ = | sen— + sen—
i)+l =

L L

CIRCUITORC Y RL

Una herramienta importante de trabajo en electronica es el Andlisis de Circuitos,
que consiste basicamente en tener informacion sobre cuantas fuentes de energia
y de que clase, cuantos elementos de circuito y como estan conectados en un
circuito particular, se aplican las leyes de Kirchhoff, la ley de Ohm, las relaciones
voltaje corriente del condensador ,la bobina y los circuitos equivalentes para
encontrar las magnitudes de los voltajes y corrientes dentro del circuito y saber

como varian en el tiempo.
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Circuito RC.

Los circuitos RC son circuitos que estan compuestos por una resistencia y un
condensador. Sé caracteriza por que la corriente puede variar con el tiempo.
Cuando el tiempo es igual a cero, el condensador esta descargado, en el
momento que empieza a correr el tiempo, el condensador comienza a cargarse ya
que hay una corriente en el circuito. Debido al espacio entre las placas del
condensador en el circuito no circula corriente, es por eso que se utiliza una

resistencia
CIRCUITO RL

Los circuitos RL son aquellos que contienen una bobina (inductor) que
autoinductancia, esto quiere decir que evita cambios instantaneos en la corriente.
Siempre se desprecia la autoinductancia en el resto del circuito puesto que se

considera mucho menor a la del inductor.
EJEMPLO.

Encontrar la funcion de voltaje en el condensador como funcién del tiempo para el

circuito:

+vR —

= -+
e

_I__

u(t)es la funcién escaldn cuyo valores: 0sit<0y 1t>=0

S5-11(t)
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Procedimiento del problema

Aplicando la ley de voltajes de kirchhoff se tiene:
5-u(t) - V- Ve = 0

Aplicando la ley de Ohm : 5-u(t) - Ig*R-Vc =0

Como los elementos estan en serie la corriente Iz de la resistencia es la misma del

condensador Ic, entonces
5'U(t) -lc'R-Vc =0

Aplicando la relacion voltaje corriente en el condensador queda

)30 0y =g
i

Que es una ecuacion lineal diferencial de primer orden para el voltaje en el
condensador, la herramienta de solucibn mas usada es la transformada de

Laplace
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La respuesta es:

RV
~=35-¢ "Tvoltios

Donde t se llama la constante del tiempo del circuito y corresponde al producto t =
R-C

Aplicaciones reales de la transformada de Laplace
Control de Procesos
« ¢ Qué es un sistema de control?

— En nuestra vida diaria existen numerosos objetivos que necesitan

cumplirse.
« En el ambito domeéstico
— Controlar la temperatura y humedad de casas y edificios
* En transportacion

— Controlar que un auto o avion se muevan de un lugar a otro en forma

seguray exacta
 En laindustria

— Controlar un sinnimero de variables en los procesos de manufactura
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« En afos recientes, los sistemas de control han asumido un papel cada vez
mas importante en el desarrollo y avance de la civilizacibn moderna y la

tecnologia.

+ Los sistemas de control se encuentran en gran cantidad en todos los

sectores de la industria:

— tales como control de calidad de los productos manufacturados,
lineas de ensa,ble automético, control de maquinas-herramienta,
tecnologia espacial y sistemas de armas, control por computadora,
sistemas de transporte, sistemas de potencia, robética y muchos

otros
Ejemplos de procesos automatizados

* Un moderno avién comercial

FIGURE 5. AIRPLANE REFERENGE AXES

FIGURE 4. FLIGHT CONTROL SURFACES

Leading

edge devices Longitudinal

axis

Lateral
axis

Rudder

Center of
Elevatar - gravity

Flight spoilers
e Balance Vertical

Ailerons -
Stabilizer tabs LS
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« Satélites

« Control en automovil
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¢Por qué es necesario controlar un proceso ?
* Incremento de la productividad
+ Alto costo de mano de obra
« Seguridad
+ Alto costo de materiales
* Mejorar la calidad
» Reduccion de tiempo de manufactura
* Reduccion de inventario en proceso

» Certificacion (mercados internacionales)

Proteccion del medio ambiente
Control de Procesos
« El campo de aplicacion de los sistemas de control es muy amplia.

* Y una herramienta que se utiliza en el disefio de control clasico es

precisamente:

La transformada de Laplace
¢Por qué Transformada de Laplace?

* En el estudio de los procesos es necesario considerar modelos
dinamicos, es decir, modelos de comportamiento variable respecto al
tiempo.
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+ Esto trae como consecuencia el uso de ecuaciones diferenciales
respecto al tiempo para representar matematicamente el comportamiento

de un proceso.

« El comportamiento dindmico de los procesos en la naturaleza puede
representarse de manera aproximada por el siguiente modelo general de

comportamiento dinamico lineal:

Hoan 1., A=2a,
n-:fﬂ;fr]_kan_la’ ORIl (O

a = - =
dt" o

oo+ A V() = (1)

+ La transformada de Laplace es una herramienta matematica muy Gtil para

el andlisis de sistemas dinamicos lineales.

« De hecho, la transformada de Laplace permite resolver ecuaciones
diferenciales lineales mediante la transformacion en ecuaciones algebraicas

con lo cual se facilita su estudio.

« Una vez que se ha estudiado el comportamiento de los sistemas
dinamicos, se puede proceder a disefiar y analizar los sistemas de control

de manera simple.
El proceso de disefio del sistema de control
« Para poder disefiar un sistema de control automético, se requiere

— Conocer el proceso que se desea controlar, es decir, conocer la
ecuacion diferencial que describe su comportamiento, utilizando las

leyes fisicas, quimicas y/o eléctricas.
— A esta ecuacion diferencial se le llama modelo del proceso.

— Una vez que se tiene el modelo, se puede disefiar el controlador.

orsidsy
»
%,

o
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- MODELACION MATEMATICA

Suspension de un automovil

I ft)

m

Fuerza de
entrada

z(t)

Desplazamiento,
salida del sistema

| b
X

NANNANNNANNNN

> F=ma

(1) —kz(t) - bdz(t) d*2(t)

dt?

El rol de la transformada
Conviertiendo ecs. diferenciales a ecs. Algebraicas

Suspension de un automovil

dz(t) d 22(t)

dt’
Aplicando la transformada de Laplace a cada término
(considerando condiciones iniciales igual a cero)
F(s)—kZ(s)—bsZ(s) =ms®Z(s)
F(s)=Z(s)[ ms® +bs+k ]
Z(s) 1

f(t)—kz(t) b

FUNCION DE
«—
F(s) ms*+bs+k TRANSFERENCIA
‘;v“" ﬁ:a%‘% :
y o MANUAL DEL PROFESOR

de
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Conociendo el proceso...

- MODELACION MATEMATICA

Nivel en un tanque
Flujo que entra — Flujo que sale =
Acumulamiento

ai(t) dn(t
Flujo de q;(t)—q,()=4A—— @)

entrada d

_ h@
A 9o (r)

(area del ()
tanque) = Flujo de £ — — h N=4237
(resistencia salida ql( ) ( )
de la valvula)

dh(?)
dt

dh(t)
dt
Aplicando la transformada de Laplace

q. (t) ——h(t) A

Qi(s) —% H(s) = AsH(s)

Qi(s)=H (s)(As+%)

Hs) 1 R
Q(s) ag,l ARs+l
R

iy
&
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- MODELACION MATEMATICA

Circuito eléctrico

L F
+ — i "'M o+

e (t) = L%+ Ri(t)+%ji(t)dt

% [iydt=e,®

di) ... 1. 1.
ei(t):LT+R|(t)+Eju(t)dt E_[l(t)dt:eo(t)

Aplicando la transformada de Laplace

E.(s) = Lsl (s)+RI(s)+iI(s) iI(s):EO(s)
Cs Cs

Combinando las ecuaciones (despejando para I(s))

E.(s) = Ls[CsE, (s)]+ R[CSE,(s)]+ é[CsE0 (s)]

E/(s) = E,(s)[ LCs* +RCs +1]

E.(s) _ 1
E/(s) LCs’+RCs+le FUNCION DE
TRANSFERENCIA
5“,o\ii§,+%%.n
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* Representa el comportamiento dinamico del proceso

* Nos indica cdmo cambia la salida de un proceso ante un cambio en la
entrada

Y(s) _ Cambio en la salida del proceso
X(s) Cambio en la entrada del proceso
Y(s) _ Respuesta del proceso

X(s) ~ Funcion forzante

a TUncion ae transrerencia

+ Representa el comportamiento dinamico del proceso

+ Nos indica como cambia la salida de un proceso
ante un cambio en la entrada
Y(s) _ Cambio en la salida del proceso

X(5) ~ Cambio en la entrada del proceso

Y(s) _ Respuesta del proceso

X(s) "~ Funcién forzante

+ Diagrama de bloques

Entrada del proceso Salida del proceso

(funcion forzante o Proceso (respuestaal

estimulo) estimulo)
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da Tuncion de transrerencia

Diagrama de bloques
« Suspension de un automovil

Entrada Salida

(Bache) (Desplazamiento
del coche)

La funcion de transferencia

Diagrama de bloques
« Nivel en un tanque

H(s)

(Aumento del flujo de (Altura del nivelen
entrada repentinamente) el tanque
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a4 Tuncion age transierencia

Diagrama de bloques
« Circuito eléctrico

Eo(s)
(Voltaje de entrada) (Voltaje de salida)

Ejemplo aplicado: Intercambiador de calor

Se tiene un intercambiador de calor 1-1, de tubos y coraza. En condiciones
estables, este intercambiador calienta 224 gal/min de agua de 80°F a 185°F por
dentro de tubos mediante un vapor saturado a 150 psia

Connections
Tubesheet '

-\

Baffles  \Bundle

Mounting
Gaskets

Head
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U ;04

En un instante dado, la temperatura del vapor y el flujo de agua cambian,

produciéndose una perturbacién en el intercambiador.

a) Obtenga la funcion de transferencia del cambio de la temperatura de
salida del agua con respecto a un cambio en la temperatura del vapor y un
cambio en el flujo de agua, suponiendo que la temperatura de entrada del

agua al intercambiador se mantiene constante en 80°F.

b) Determine el valor final de la temperatura de salida del agua ante un
cambio tipo escalén de +20°F en la temperatura del vapor, y un cambio de

+10 gal/min en el flujo de agua.

c) Grafique la variacion de la temperatura de salida del agua con respecto
al tiempo.

Ecuacion diferencial que modela el intercambiador de calor

I I ) 1 GT
€ —wfr —Hi.'_"pr ——mi.'_"p
b dt s

TCEI‘

Donde:

UdO: Coeficiente global de transferencia de calor referido al didmetro

exterior

(BTU/h °F ft2)

ATCO: Area de transferencia de calor referida al diametro exterior (ft2)
Cp : Capacidad calorifica (BTU/Ib °F)

tv : Temperatura del vapor (°F)

te : Temperatura del agua a la entrada (°F)
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* ts: Temperatura del agua a la salida (°F)

+ (te+ts)/ 2 :Temperatura del agua dentro de tubos (°F)
» tref: Temperatura de referencia (°F)

* w: Flujo de agua (Ib/h)

+ m: Cantidad de agua dentro de tubos (Ib)

. : Valores en condiciones estables

« Tv,Ts,W Variables de desviacion

+ Linealizando

1

wCp- -ty = 11=Cfpr3 +Cp IS (w- W]+ u-t}r:r{rs — rs ] = 11-'Cpf5 + u-‘Cp{IS - IS _

2
- I ( 11 d
U, nd ‘I _£_ 35 +~wCpft —-w{?pf_—rﬂffp‘a‘ —r_' =—mCp—ft
d0=rco('v 2 2| e | 3 ‘s sl T2 dr s
« Evaluando en condiciones iniciales estables
3

i (o= 1 e W == = (. =\ 1 _d
Ugo4rcolt, 1, ) =50 sodreolts =1 | = lw=wlcpt, —(w—wjcpt _—weplt 1) = mCp—t,

* Restando (2) de (3)

« Utilizando variables de desviacion

dT
) 1 — = 1 5
["f?'ﬂ“irc“ﬂ Tv —EL nrﬂfirm '}; + CprW— CprSW—HCpTS =3 mCp ar

MANUAL DEL PROFESOR Pdgina 125



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE NOGALES

« Aplicando la transformada con Laplace

U T

(1 — ) P 1
ffﬂ“irc*a . (3)—[ 3 U dDATC[} + u.'Cp'J TS{.S‘} _‘,_CPIE - Cpfs .]W(“S] =3 mCpsT (5)

i (1__ — 1 | U N
["ﬂ'GAICDI;-' (5}—[ P LdDATCD +wCp + 5 m(.“psj TS (8)+ Cp[.re =t .I]W(sj =0

« Simplificando

Ugo4 Cplte —t5)
EMCPS_EUn’{]ATm +wCp EMCPS_EUJOATCG +wCp
L-’dﬂ_&rcy . Cfp( fe — Iy } .

(OS50 ;A4 + wCp) (05U ;A4 + wCp)
T(s) = d0° TCD Tv(s) + d0£7Co w(s)
05mCp 0.5mCp

+1 s+ 1

— 5 — .
« Datos fisicos

— Largo del intercambiador = 9 ft

Diametro de coraza = 17 '4”

—  Flujo = 224 gal/min

— Temperatura de entrada =80°F
— Temperatura de salida = 185°F
— Presion de vapor =150psia.

— NUmero de tubos= 112

— Diametro exterior de tubo = % ” de diametro y BWG 16, disposicion
cuadrada a 90°, con un claro entre tubos de 0.63”.

— Conductividad térmica de los tubos = 26 BTU/hft°F,
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— Factor de obstruccion interno = 0.0012 hft2°F/BTU; externo = 0.001
hft2°F/BTU

— Coeficiente global de transferencia de calor = 650 BTU/hft2°F

» Calculando las constantes

w=224 gal/min = 112162.3 1b/h; Cp=1BTU/Ib °F

-1
1 | 1 -1
Ugp= [ + Z R = {% +0.001+ D.GD]2:| — 267.4897 BTU/h °F ft2

3
Azep =112 7Dy L= 112;{4(13)1%} [9 ft] = 197.92034 ft2
_ ) 062 5 _
m=112% JDi Lp—w—l—ft |{9ft]{62428|bfﬁ] 131.932175 Ib
= 80 °F
UdoATco
= —— =0.381883131
OEUdDATCD + WCFI
cplt, —te oF
Ky= — e “"}_ =-7.573947 * 10
0.5mCp 4 .
Ty=T,= ——=4.758320707 " 10~ h =0.02855 min
< 05U J0° IC’D wCp

=1.712995 seg

* Funcioén de transferencia

iy
&
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— 7573947 *107*

a
0.381883131
T (8)=—— . Tv(s)+—— - Ib/h W
(1.712995-seg)s + 1 (1L712995-seg)s + 1

(5)

+ Determine el valor final de la temperatura de salida del agua ante un
cambio tipo escalén de +20°F en la temperatura del vapor, y un cambio de

+10 gal/min en el flujo de agua.

20
Ty (s)=—
5

' 112162.3Ib/h 5007.245536

Wit) = U = Ut - (5)=
=10 gpm -—oo2 == U (1) = 5007245536 lb/h U (0); W (5

20(0.381883131) _5007.245536(-7.573947 * 10~ 4)

Ts(t = =) =limg_,,sTs(s) =lim¢_, . 1 7129955 - 1 17129955 1 1

Ts(t — =) = 7.63766262 — 3.79246123 = 3.84520139°F

tg(t = =) =tg + Tg(t — =) = 185°F + 3.84520139°F = 188.8452014°F

Intercambiador de calor

Flujo de
agua entrada."
/
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La respuesta del proceso en el tiempo

Transformada Inversa De Laplace

T.(6) =T (5) + — W (o) TE=2 W=
7,Ss+1 7,5+1 S
T(5)= K, [@} K, (5007.25}2
rs+1\ s ) 7,5+1 S
T.(s)= 0.381883 [§j+—7.573947x104(5007.25}_ 7.63766  3.792464
* 1.712995s +1\ s 1.712995s +1 s (1.7129955+1)s  (1.712995s+1)s
Expansion en fracciones parciales
T.(s) = 4458658 2213928 a L8 b, b,

(s+0.583772)s (s+0.583772)s (s+0.583772) s (s+0.583772) s

~ _0.583772

a, = (5+0583772) 4.458658 _ 4458658 _ _ .
' (s+0.583772)s -0.583772
§=-0.583772
2, = (s) 4.458658 _ 4458658 __ ...
? (s+0583772)s | = 0583772
b1:(5+0.583772)[ 2:213928 J 2213928 _ 3292453
$=-0.583772

(s+0.583772)s

=-3.792453

b, —(s) 2.213928 _ 2213928
? (s+0583772)s ) =~ 0583772

7.637670 N 7.637670 N 3.792453  3.792453
(s+0.583772) s (s+0.583772) s

T, (t) =—7.637670e ***""* +7.637670 +3.792453e ***""* —3.792453+Tss (Tss = temperatura inicial de salida)
T, (t) =7.637670(1—e °***"™ ) —3.792453(1—e "™ ) + Tss

Ts (S) ==
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El sistema de control automatico

Temperatura del agua de salida — Lazo abierto (sin
control)

Tv(s) Ts(s)
{Aumento de la
temperatura de vapor a la
entrada )

{(Aumento en la
temperatura de agua
a la salida)

Temperatura del agua de salida — Lazo cerrado
(con control)

Valor AP 0.3819 Variable
[EE—
deseado ’4’ Controlador A= {95541 controlada
de

control

La ecuacion del controlador

ECUACION DIFERENCIAL DE UN CONTROLADOR PID

dt
Aplicando la transformada de Laplace

M(s) = KC{E(S) + is E(s)+ rdsE(s)}
T

m(t) = KC{e(t) +£I6(t)dt 7, @}
7

M) ol mreye L
m =Kc| E(s) + — E(s)+rdsE(s)}

M(s 1
( ):Kc 1+ —+17,5
E(s) s
g.,éﬁfi;;‘o%’m
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Donde E(s) es la diferencia entre el valor deseado y el valor medido

El sistema de control automatico

Temperatura de agua a la salida — Lazo cerrado (con control)

Valor - 03819 Variable

deseado h T 1.7135+1 controlada

La respuesta del sistema de control
de nivel
» Comparacion del sistema en lazo abierto (sin

Con
control
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I Sistemas de Ecuaciones Diferenciales lineales

Problema 13.- Una viga uniforme de longitud L soporta una carga concentrada w _(0)enx=1/2 L. La viga
estd empotrada en su extremo izquierdo y libre en su extremo derecho. Use la transformada de Laplace para

determinar la deflexion y(x) de

Y -
E_!TE — wnﬁlir — i‘[’;l’
donde y (0) =

0,0 =0,y =0,yy (L) =0.

Resuelva la ecuacion diferencial del problema 13 sujeta a
v0)=0,y(0)=0,L) =0,y (L) =0.

En este caso la viga estd empotrada en ambos extremos

y' 2y + 10y =0, y(0) =0, y(0) =1
y'+ 2y + 10y=468(9, y0) =0, y0) =0

Son exactamente lo mismo. ¢Estd de acuerdo o no? Justifique su respuesta.

INTRODUCCION
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Cuando se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace de cada ecuacion en un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes reduce el sistema de ED a un conjunto de

ecuaciones algebraicas simultaneas en las funciones transformadas.

Se resuelve el sistema de ecuaciones algebraicas para cada una de las funciones transformadas reduce el

sistema de ED a un conjunto de ecuaciones algebraicas simultdneas en las funciones transformadas

RESORTES ACOPLADOS
Dos masas m; y m, estan conectadas a dos resortes Ay B de masa despreciable
con constantes de resorte k; y k, respectivamente.
A su vez, los dos resortes estan unidos como se muestra en la fi gura 7.6.1. Sean
x1 () Y x2 (1)
Los desplazamientos verticales de las masas desde sus posiciones de equilibrio.

Cuando el sistema esta en movimiento, el resorte B esta sujeto a elongacion y
compresion; por lo que su elongaciéon neta es x, —x; .

Por tanto, se deduce de la ley de Hooke que los resortes Ay B ejercen fuerzas -
kix1y k,(x, — xp) respectivamente, en m;. Si ninguna fuerza externa se aplica
al sistema y si ninguna fuerza de amortiguamiento esta - k; x; y k, (x, — x;) Por

la segunda ley de Newton se puede escribir.
E‘rEI[

I]’I]? = _g!{].l"] + ‘!{E[XE - I]}.
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a) equilibrio b) movimiento c) fuerzas

De igual manera, la fuerza neta ejercida en la masa m2 se debe sdlo a la elongacion neta de B; es decir, -
k, (x,x,). Por tanto, se tiene

dz
mzd_f - _5-’2(12 - Xl]-

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado se representa por el sistema de ecuaciones
diferenciales simultdneas de sequndo orden

mx] = —kx + k(x — x)

mxy = —k(xn — x)

En el ejemplo siguiente se resuelve (1) bajo las suposiciones de que k; = 6,

k, =4, m; =1, m, = 1yque las masas comienzan desde sus posiciones de
equilibrio con velocidades unitarias opuestas.
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EJEMPLO 1 Resortes acoplados

Resuelva

x] + 10x —4x, =10
—4dx + x5+ 4x =0

Sujata a x, "0 = 0x0 = 1x0) =0.x0 = -1

SOLUCION La transformada de Laplace de cada ecuacion es

$Xi(9) — sx(0) — x(0) + 10X(s) — 4Xy(s) = 0
—4Xi(s) + £X(s) = sx(0) — %(0) + 4X,(s) = 0,

X9 = £}y X(s) = L{x0}

Donde El sistema anterior es igual a

(s2 + 10) X;(s) — 1X,(s) = 1

[

—4X,(s) + (& + ) X(s) = —1.
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Transformade Laplace

» Resolviendo (3) para x4(s)y usando fracciones parciales en el
resultado, se obtiene

5 X6 = & 1/5 B/5
R TR TR Iy R e T

0.4
.2 |
' }ﬁ ||I,I||| Ih Iul, y por tanto

niannmn [ T
_:4“.’, lUl ‘U “‘u" \'JIJ 0= :zi"{; 2] E f[#uz]

2.5 5 7.5 10 1.5 15 z 3

W 4
. 0 sen V21 + —sen 2V3L
u) grifica de x,(r) vs. .

X Sustituyendo la expresion para x4 (s)en la
0.4 |'"'|| llﬂl primera ecuacion de (3), se obtiene
o2l | vie £+6 2/5 3/5
— — i _ Y
= ll 'f i Nll I'l He o= Grawsn T Fee Zenz
“"lﬁ”l Hl,' | A\l Y 2 V2 3 V2
v AT ol = - -1 -
~0.4{ Vo v : 5v27 |&£+2] 52T |#£+12
1.5 5 7.5 10 12.5 15
_ VZ = V3 -
by grafica de x(1) vs. 1 B —?scn Vet = Wsen &vie
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Sistemas de Ecuciones Diferenciales lineales

+ Por dltimo, la solucion del sistema (2) es

VZ /3
X xl) = ——senVZr + \—ﬂen 2V
A L Yis 10 5

Ie3
x50 = _L; sen VI — ilf sen 230

' Las gréficas de x; y x, de la figura 7.6.2
FIGURA 7.6.3 Red eléctrica. - .
revelan el complicado movimiento
oscilatorio de cada masa

- REDES En (18) de la seccion 3.3 vimos que las corrientes i, (f) e i, (1)
de la red que se muestra en la figura 7.6.3 con un inductor, un

resistor y un capacitor, estaban gobernadas por el sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden

i i
L— + .IILJJ'. Eln
at
RCZE + 4y =i =0,

Resolvemos este sistema con la transformada de Laplace
en el siguiente ejemplo.

* EJEMPLO 2 Una red eléctrica
Resuelva el sistema en () bajo las condiciones E(f) 60V, L 1h, R 50, Q
C = 107* vy al inicio las corrientes i, e 1, son cero.
SOLUCION: Debemos resolver
di)

E + 504 = 60

di
50(10=%) Fi +h=H=0

sujetaa i4(0) 0, i, (0) 0. Aplicando la transformada de Laplace a cada
ecuacion del sistema y simplificando, se obtiene

shs) + 50L(s) - E

5

=200{(s) + (s + 2000 5(s) = 0,
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Resolvemos este sistema con la transformada de
Laplace en el siguiente ejemplo.

* Entonces [(s) = #{i(d}e Lis) = £{i()}. Resoliendo el

sistema Para [y e [, y descomponiendo los resultados en fracciones
parciales, se obtiene

I(s) = 60s + lzmﬂ'zﬁ_ 6/5 _ 60
sls + 100)% 5 s+ 100 (s+ 100)%
by - 12000 65 65 120
s(s + 100)¢ s s+ 100 (s+ 100)®

Tomando la transformada inversa de Laplace, encontramos que las
corrientes son

il = 2 - 'gl' N | TPl
i =3 _ 8 0w _ yppgemion
k(g = : : 100¢ — 120 pe=100
.g‘:\‘“*oﬁ‘t%
3 I ¢
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